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SUPERFICIES QUADRICAS
Notas de aula - professora Marlene

As formas canodnicas da equagao de 2°. grau a trés variaveis

Para facilitar a compreensao, as formas candnicas estdo agrupadas em 3 tipos de equagdes (I, I e III).

Seja {(ac, y,2) €ER3; z,y ez satisfazem a equagdo canonica dada} o conjunto solucao da equagao. Ver pro-
cedimento para identificar as representacoes geométricas deste conjunto solugao, apds a descrigao de todas as

formas canonicas.

(I) Aparecem as trés varidveis

2

(L.a) Os coeficientes de 2%, y* e 22 sdo todos nao nulos.

2 2 2
1. ;% + ?27 + %2 =1 g%y%*y elipsdide (a,b e ¢ ndo iguais)  esfera (a =b
2 2 2
Y
2 g2 2
3. 5 +5——5=1 hiperboldide de uma folha

22 P 2
4. w+5-—5=-1 hiperboldide de duas folhas
a b c
2 42 2
5 ) + i 0 - ; cone de duas folhas
&=
22 2 52
6. a72+b72+072:0 (0,0,0) ponto
(Lb) Apenas um dos coeficientes de 22, y? e z? é nulo.
2?2 2
7. e + p o= 0 paraboldide eliptico (a #b)  paraboldide circular (a = b)
2 2 1 =
2
8. 3372 - Z—Q —cz = = /&= paraboloide hiperbdlico (sela)
a

2

(I.c) Um dos coeficientes de 22, y? e 2% nio ¢é nulo e os outros dois sdo nulos.

z

z? =
9. 5 —by—cz=0 ] calha parabdlica
a

(IT) Aparecem apenas duas das varidveis.

2 2 %Z
10. 3372 + Z—Q =1 cilindro eliptico (a #b)  cilindro circular (a = b)
a
0

2 2
T Y
11. a—z—i-b—z =-1
2 2
12. 2—2 + 22—2 =0 eixo z reta
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2 2 7
13. _Y = é cilindro hiperbdlico
a2 b2 % Al \
2 42 .
14. item — — i 0 — par de planos concorrentes em uma reta
a

15. y2 —cx =0 7§ cilindro parabolico
y

(IIT) Aparece apenas uma varidvel

z

16. 22 —a%?=0 par de planos paralelos

17. 22 +a*> =0 0

18. 22 =0 g um $6 plano
y

OBSERVACAO: As equagdes dos grupos (I) e (II) serdo as mais usadas. As equagoes 2, 11 e 17 ndo admitem
solugao. As equagoes 6 e 12 apresentam solugdes qua nao sao superficies, sao chamadas de solugoes degeneradas.

Procedimento para identificar a superficie que uma equacao do 2° grau representa.

i) Dada uma equagao qualquer do 2° grau, apds algum manuseio algébrico, a equagio recaird numa das formas
candnicas no novo sistema de coordenadas.
A primeira etapa é completar os quadrados. Por exemplo, se na equacéo aparece =2 + x, apés completar o quadrado,
) 1?21 1 , ) N , 1 N
' +r= =+ 5 ~ 1 Chame x + 5 = z’, que é uma translagdo paralela ao eixo x de —3 Se na equagao aparece
algum termo retangular, a saber xy, £z ou yz, hd uma rotagao de um plano coordenado em relacao ao eixo coordenado que
nao esta neste plano. Por exemplo, a ocorréncia do termo yz, corresponde a uma rotagao do plano yz em torno do eixo x.

ii) Depois que a equacao estd em uma das formas canénicas, o primeiro passo é verificar se é uma das formas
degeneradas, facilmente reconheciveis. A seguir, identificar se é um plano ou par de planos, isto é, identificar se a
equagao recai em uma ou duas equagoes de 1°° grau.

Se néo é degenerada, nem plano ou planos, para reconhecer a superficie que a equagao representa, uma ou mais de
uma das seguintes etapas sdo recomendadas.

e Intersecdo com os eixos coordenados
(intersegdo com o eixo z:  y = z = 0, obtém-se x); (intersecdo com o eixo y: x = z = 0, obtém-se y); (intersecao
com o eixo z: x =y = 0, obtém-se z)
e Intersecao com os planos coordenados
(intersegao com o plano zy: 2z=0, obtém-se uma equagdo em = e y, que é uma curva no plano zy);
(intersegdo com o plano zz: y=0, obtém-se uma equagdo em z e z, que é uma curva no plano zz);
(intersegao com o plano yz: x=0, obtém-se uma equagdo em y e z, que é uma curva no plano yz);

e Intersecao com planos paralelos aos planos coordenados
(para cada k, intersecdo com o plano paralelo ao plano zy: 2z = k, obtém-se uma equagdo em z e y, que é uma
curva no plano z = k);
(para cada k, interse¢ao com o plano paralelo ao plano zz: y = k, obtém-se uma equagdo em z e z, que é uma
curva no plano y = k);
(para cada k, intersecao com o plano paralelo ao plano yz: = = k, obtém-se uma equagdo em y e z, que é uma
curva nos planos x = k);

e Para cada a, y = ax é um plano vertical contendo a origem. Se fazemos x = ¢ e y = at, obtém-se uma equagdo em
z e t, que é uma curva no plano vertical.

Exemplos: serao vistos em aula.

Exercicios: para cada forma canonica, escolha valores para as constantes e siga o procedimento para concluir que a
superficie é de fato do tipo da que estd esbogada.



