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Existem trés variagoes do teste. Os itens de cada variagao sao idénticas, a tnica diferenca na questao
encontra-se na definicao da funcao f:

Questao 1 (2,5 pts). Considere a fungao f : R? — R definida por:

zy
2

flay) =@ +4he?  floy) = (@ +y)e¥  fla,y) = (@ + 9.

(a) (0,6 pts) Encontre os pontos criticos da fungao f.

(b) (0,6 pts) Obter a Matriz Hessiana da fungado f nos pontos criticos da fungao obtidos no
item (a).

(c) (0,8 pts) Escreva o polinémio de Taylor de grau 2 da fungao f nos pontos criticos obtidos no
item (a).

(d) (0,5 pts) Determine e justifique se esses pontos sao de méaximo local, de minimo local ou de
sela.

Variacgao 1:
fla,y) = (z° +4y°)e=.
As derivadas parciais de ordem 1 da fungao sao:
felw,y) = (20 + @+ 4)5) ¥ fuloy) = (S0 + @+ 4yD)F ) 7.

Derivamos novamente para encontrar as derivadas parciais de ordem 2, que sao:

w‘g

2
fen(,y) = (2 +2xy + (¢ + 4%)%) ¢

m‘g

2
Ty, y) = (8 + 8y + (2% + 4y2)%> e

3 Y\ =y
Fey(@,9) = Jya(,y) = (5932 +6y° + (2" + 4y2)z) e

(a) Os pontos criticos sao (0,0), (2,—1) e (=2,1). Para provar isso resolveremos o sistema:

<2x + (2 + 4y2)%>
<8x + (22 + 4y2)§>

0 (1)
0 (2)

Multiplicarmos a equacao (5) por z, a equacao (6) por y e substrairmos a primeira equagao pela
segunda equacao obtemos:

2% — 8y? = 0.

Isto implica que = 2y ou x = —2y. Fazendo x = 2y na equagao (5) obtemos como solugao o ponto
(0,0). Fazendo x = —2y na equagao (5) obtemos como solucao os pontos (0,0), (2, —1) e (=2, 1).

(b) As matrizes Hessianas nos pontos do item (a) sao, respectivamente (é uma conta direta):

(bs) (Fa) (F0)

ol O
Ol

oo
ol O©



(c¢) Os polinomios de Taylor nos pontos do item (a) sdo, respectivamente:
. 8§ 8 8§ 8
Pooy(z,y) =2 +4y Po-y(z,y) =—+-(z=-2)(y+1)  Poayley) = _+-(z+2)(y-1).

(d) O ponto (0,0) é minimo local pois os seus autovalores sdo 2 e 8 que sao positivos. Os pontos
1

(2,—1) e (—2,1) sdo de sela pois o determinante da matriz Hessiana ¢ —% < 0 ¢ negativo.
Variacao 2:
flao,y) = (2® + 7).
As derivadas parciais de ordem 1 da funcao sao:
falw,y) = (82 (a2 +3)5) ¥ fuloy) = (20 + (40?4105 ) €%

Derivamos novamente para encontrar as derivadas parciais de ordem 2, que sao:

2
() = (84 8oy + (4% + 7)) e
4
2
fyy($7y) = (2 + 2zy + (4x2 + yZ)%) o
3 Ty zy
Joy(@,y) = fua(2,y) = (6"“"2 + 50+ (4% + yz)z) e

(a) Os pontos criticos sao (0,0), (2,—1) e (—=2,1). Para provar isso resolveremos o sistema:

<8:Jc 4 (42® yz)g> ~0 (3)
<2:17 + (42* + yz)g> =0 (4)

Multiplicarmos a equagao (5) por z, a equagdo (6) por y e substrairmos a primeira equagao pela
segunda equacao obtemos:
8z% — 2y* = 0.

Isto implica que y = 2x ou y = —2x. Fazendo y = 2x na equagao (5) obtemos como solugao o ponto
(0,0). Fazendo y = —2x na equagao (5) obtemos como solucao os pontos (0,0), (—1,2) e (1, —2).

(b) As matrizes Hessianas nos pontos do item (a) sdo, respectivamente (é uma conta direta):

(b2) (F9) (F0)

(c) Os polinomios de Taylor nos pontos do item (a) sao, respectivamente:

ol O
Ol

ol O

8 8 8 8
Pooy(x,y) =42* +y>  Pig(z,y) = g+g($+1)(y—2) Pu, o) (z,y) = g+g(l’+1)(@/—2)-

0) é minimo local pois os seus autovalores sdo 8 e 2 que sao positivos. Os pontos

Y
) s@o de sela pois o determinante da matriz Hessiana é —g—f} < 0 é negativo.

(d) O ponto (0
(1,-2) e (—1,2

Variacao 3:
flw,y) = (@ +9y%)es
As derivadas parciais de ordem 1 da funcao sao:

fo(z,y) = <2x + (z* + 9y2)%> €3 fy(z,y) = (18x + (2* + 9y2)§) €3



Derivamos novamente para encontrar as derivadas parciais de ordem 2, que sao:

4 9 9 y? cy

2
foy(@,y) = (18 + 122y + (2 + 9y2)%> e
i zy
forwy) = fuo(a.y) = (2 + 99" + (o + 9y") T ) 7

(a) Os pontos criticos sao (0,0), (3,—1) e (=3,1). Para provar isso resolveremos o sistema:

(2:1: + (2% + 9y2)%) =0 (5)
(181’ + (2 + 9y2)§) =0 (6)

Multiplicarmos a equacao (5) por z, a equacao (6) por y e substrairmos a primeira equagao pela
segunda equacao obtemos:

22% — 18y% = 0.
Isto implica que z = 3y ou x = —3y. Fazendo x = 3y na equagao (5) obtemos como solugao o ponto
(0,0). Fazendo x = —3y na equagao (5) obtemos como solugao os pontos (0,0), (3, —1) e (=3, 1).

(b) As matrizes Hessianas nos pontos do item (a) sao, respectivamente (é uma conta direta):

2 0 0 1 0 12
(o) (8a) (23)

(c¢) Os polindémios de Taylor nos pontos do item (a) sao, respectivamente:

18 12 18 12
Poo(z,y) = 2°+9y> P(g,_l)(:c,y):?+?(a:—3)(y+1) P(_gvl)(l’,y):?-l- (x+3)(y—1).

e
(d) O ponto (0,0) é minimo local pois os seus autovalores sao 2 e 18 que sao positivos. Os pontos

(3,—1) e (=3,1) sao de sela pois o determinante da matriz Hessiana é —13t < 0 é negativo.



