Universidade Federal Fluminense - GMA
Exercicios - Cdlculo 2B - Turma E1 e I1 - Prof. Zhou Cong

Caro(a) Aluno(a), para aumentar a nota de VE1 vocé pode optar fazer os exercicios abaixo ou
optar por ser avaliado(a) através das listas 1, 2, 3, 6 e 7 de GMA.

Qualquer daivida com relagdo a resolugdo dos exercicios pode (e aconselho) consultar as notas, o
livro, a internet, o professor, os monitores e os colegas.

Questao 1. Descreva e esboce 0 maior dominio possivel para que a expressdo abaixo torne fungao:

f(x,y,z) = Vadxy — 22 — 1.

Qual é a conica que define a fronteira desse dominio? Justifique.

Questao 2. Considere o cilindro gerado pela rotacdo da reta y(t) = (t,0,1) ao redor do eixo x.
Seja C o conjunto formado pela intersec¢do desse cilindro com o semi-espaco z > 0. Defina trés
fungées F: D1 CR? - R, G: D, CR3 - R' e H: D3 € R? — R3 tais que:

C = Gr(F) = Co(G) = Im(H),

e explicite a expressdao e o dominio dessas fungdes.

Notagbes: Gr(F) é o grafico de F, Cy(G) é o conjunto de nivel 0 de G e Im(H) é a imagem de H.
Questio 3. Considere as fungdes F: R? - R, u,v: R? 2 R,w:R - Revy:R — R com:

uxy)=x*+y—1, vix,y) =x+y, wit)=t> e yly)=e—1.
Além disso, F(1,0,0) = F(0,1,0) = 3, VF(1,0,0) = (—1,—1,—1) e VF(0,1,0) = (2,2,2). Seja:
H(x,y) = F(ulx,y),v(x, y), wly(y))).
(a) Encontre o gradiente VH(1,0).

(b) Suponha que H é diferencidvel, encontre a equagdo do plano tangente ao gréfico da fungao
H no ponto (1,0, 3).

Questdo 4. Defina uma fungédo f : R*> — R que possui as derivadas parciais %(0,0) e g—;(0,0) no
ponto (0,0), mas que nado é continua em (0, 0).

Questdo 5. Construa uma funcio f : R*? — R diferencidvel em todos pontos porém que nao seja
de classe C' e mostre isto para a fungdo construida.

Questdo 6. Para as fungdes reais diferenciaveis de uma variavel real f : [a, b] — IR, vale o Teorema
do Valor Médio, ou seja, existe um c € (a, b) tal que:

f'(c)(b—a) = f(b) — f(a). (1)

Porém este Teorema deixa de valer para as fun¢des vetoriais de uma varidvel real. Dé um exemplo
de uma fungdo vetorial diferencidvel F : [a,b] — R? que ndo satisfaz a conclusdo do Teorema do
Valor Médio para F, isto é, que ndo vale a Equagédo (1) para qualquer c € (a,b).

Questao 7. Considere a curva vy : R — R* dada por y(t) = (cos(t),sen(t),t, —t), escolha um ponto
que pertence a imagem desta curva e escreva uma parametrizacdo da reta tangente a curva no
ponto escolhido.

Questiao 8. Encontre alguns valores j,k € R para que a expressdo abaixo f seja uma funcado
diferencidvel no ponto (0,0), e mostre que para os valores encontrados da fungdo é diferenciavel



em todo ponto:
x(In [x|)) (cosy — 1)¥
f(x,y) = x? +y°
0, x =0.

Questdo 9. Considere a funcéo f : R*? — R dada pela equagdo f(x,y) = x* + 4y?, encontre todos
os pontos (x,y) € R? tais que o plano tangente ao gréafico da fungdo f no ponto (x,y,f(x,y)) é
paralelo ao plano x +y +z = 10.

Questio 10. Considere a funcio f: R? — R definida pela expressao:
¢ p P

1 —cos(x —vy)
W x =z ye(xy)#(0,0),
floy)=q cosx—y) =1
(x2+y2)z ’
0, (X/U) = (O/O)

(a) Mostre que a fungédo f é continua no ponto (a, a) para qualquer a € R.

(b) Usando a definicdo, calcule, caso existir, as derivadas parciais da fungdo f no ponto (a, a)
com a € R.

(c) A fungdo f é diferencidvel no ponto (a, a) com a € R? Justifique a resposta demonstrando a
diferenciabilidade ou o contrério.

Dica: Esta funcao estd definida com férmulas diferentes nos seguintes trés conjuntos:
G ={xy eRIx>ye(xy)#0, Cr={xy ecR%ix<y} e C3={(0,0)

Esboge esses conjuntos, note que o ponto (a,a) é um ponto de acumulagdo dos conjuntos C; e
C,. Entdo para verificar a continuidade e existéncia e o valor das derivadas parciais de f é preciso
fazer duas contas: a primeira para a férmula da funcdo f no conjunto C; e a segunda para a
féormula da fungao f no C,.

No item (b), ao verificar a existéncia e para encontrar o valor das derivadas parciais vocé pro-
vavelmente vai precisar usar limites laterais (lim; .o~ e lim; ,o+). Ao fazer as contas, encontrard
dentro desses limites uma expressdo contendo algum termo da forma vt = |t|, lembre-se em
usar a defini¢do da norma, que é: [t = —tset<Oeltf=tset > 0.



