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1. Verifique as hip6teses do Teorema da Funcao Implicita no ponto Py = (1,1) e calcule /(1) e y”(1)
para In(zy) — 2zy + 2 = 0.

2. Considere a equacio y(z — 2)3 + ze¥~1 = 0. E possivel, pelo Teorema da Funcao Implicita, garantir
que esta equacao define implicitamente uma tunica fungdo y = f(x), com z numa vizinhanca de xg e
y numa vizinhanga de yo, quando (xg,yo) é
(a) (1,1)? (b) (0,0)? (c) (2,1)7

3. Seja F': R? — R definida por z = F(z,y) = (y — x)*.

(a) Faca um esbogo das curvas de nivel de F' associadas aos niveis z =0, z =1 e z = 16.

(b) Faga um esboco do gréfico de F.

(c) Mostre que P = (0,0) pertence & curva de nivel

Fo = {(z,y) € R* F(z,y) = 0}

de F associada ao nivel z = 0.

(d) Mostre que F,(0,0) =0 e F,(0,0) = 0.

(e) Mostre que a curva de nivel Fy pode ser representada como o grafico de uma funcao y = f(x),
com z € R.

(f) Este exercicio constitui um contra-exemplo para o teorema da funcao implicita para R?? Justifique
cuidadosamente sua resposta.

4. A equacdo y> + xy + 23 = 4 define implicitamente uma funcio y = f(z) de classe C!, cujo gréfico est4
na vizinhaca do ponto (0, \3/1)‘? Em caso afirmativo, expresse d—y em termos de x e y.

x

5. Mostre que a equagdo x> + y3 + 23 = z + y + 2 define implicitamente uma funcio z = f(z,y) de

classe C!, cujo gréfico estd na vizinhanca do ponto (1,1, 1). Expresse 8—2 e a—z em termos de z, y e z.
T Y
Nos exercicios 6. e 7. obtenha f, e f, para z = f(x,y) definida pela equacao dada.

6. In(zyz) +e* =1 7. 22> —3yz +cosz =0

8. Seja uma funcio z = f(z,y) de classe C!, cujo grafico estd contido na superficie 2 + y? + 22 = 1.
Sabe-se que f(0.5,0.5) > 0. Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal ao grafico de
f no ponto (0.5, 0.5, £(0.5,0.5) ).

9. Sabendo que a equacdo 22 + z* — z — rysenz = 1 define implicitamente uma funcio z = f(x,y) de
classe C! cujo grifico estd numa vizinhanga do ponto (1, 1,0), determine f,(z,y) e fy(z,y), para (z,y)
na vizinhanga de (1,1) e encontre a equagao do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,1,0).

10. Seja y = y(z) uma funcao dada implicitamente pela equagao x = F (;1:2 + v, yz), onde F é de classe C.
d
Expresse d—y em termos de x,y e das derivadas parciais de F'.
x
11. A funcio z = z(w,y), de classe C!, é dada pela equagdo f (x, Z/\> =0 (X # 0 é um real fixo), onde
Yy x
0 0 0
f(u,v) é de classe C' e —f(u, v) # 0. Verifique que ot + y—z = \z.
v ox y
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12. Sabendo que a equacdo e*t¥** 4 xyz = 1 define implicitamente uma funcio z = f(z,y) de classe C!,
cujo grafico estd na vizinhanca do ponto (0,0,0), determine a taxa de variacao de f no ponto (0,0)
na direcao e sentido do vetor (1,1).

13. Mostre que y = y(x) e z = z(z) sdo fungdes diferencidveis definidas implicitamente pelo sistema

2 2 2 _ d d
{ ;—i——'_xy:—il_ =2 numa vizinhanca de x = 0 tal que y(0) = 1, 2(0) = —1 e calcule %(0) e d—;(O)
~ 2% + 22 =25
14. Suponha que y = y(z) e z = z(z) sao diferencidveis e definidas implicitamente por 422 =20
d d
(a) Expresse Y e %% em termos de T,y e z.
dz dx

(b) Determine explicitamente as fungoes y = y(x) e z = z(x) que sao definidas implicitamente pelo
sistema tal que y(3) = —2, 2(3) = 4. Dé o maior intervalo aberto possivel contendo z = 3 em
que essas funcgoes estao definidas.

15. Suponha que y = y(u,v,w,x) e z = z(u,v,w,z) estdo definidas implicitamente pelo sistema
u;} n a:éy — Encontre todas as derivadas parciais de y e z em termos de u, v, w, x, y e z.
Tty =w

u=x+y
16. Se z = x(u,v) e y = y(u,v) sdo dadas implicitamente pelo sistema { . 20
SU’

Y or\
mostre que (1 + 5) (au) = 1.

2?2 — ycos(uv) + 22 0
17. As equagdes 2?2 —y? — sen (uv) +222 = 0 definem x,y,z como funcdes de u e v préximo ao
xy — sen (u) cos(v) + z 0

s r Oz s
pontoxr=y=1, u= —, v =2z =07 Calcule as derivadas parciais — e — em (—, 0>.

2 ou Ou 2
2 - — =
18. Dado o sistema { r +2y 2yv —w 2z
T —yz — 2u = v

(a) Verifique que o sistema define implicitamente (u,v) = f(z,y, 2) na vizinhanca de (1,—1,1) e tal
que f(1,—1,1) = (2,-2)

(b) Determine f'(1,—1,1)

(¢) Determine a fungao afim que aproxima f na vizinhanca de (1,—1,1)

(d) Calcule, aproximadamente, f(1.08,—0.9,0.98).

0 0
19. Seja g(u,v) = f(x,y), onde f é real e diferencidvel e satisfaz xa—f - a—f =0.
Z Y
2,2
. . .. u=z°+y
Suponha ainda x = z(u,v) e y=y(u,v) dadas implicitamente por { v =y

y y Ox
Most SO
(a) Mostre que 9 p_—

(b) Supondo provado o item (a), calcule %
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RESPOSTAS DA LISTA 12 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1. Hip6teses satisfeitas: F(z,y) = In(zy)—2xy+2) é uma funcao de classe C' no conjunto aberto A = {(x, y) € R% a0y > O}
1 1
que contém (1, 1), pois Fy(z,y) = — — 2y e Fy(z,y) = — — 2x sdo continuas em A e ainda i) F(1,1)=0; ii)
z Yy
F,(1,1)=—-1#£0. y(1)=—1 e y'(1)=2.

2. F(x,y) =y(z—2)%>+xev~! é de classe C! no aberto A = R?, que contém qualquer (g, yo), pois Fy.(z,y) = 3y(z—
2)2+ev~le Fy(z,y) = (z—2)3+ze? ! sdo continuas em R?, logo essa hipdtese é vélida nos trés casos. Nas outras
duas: i) F(1,1) = 0; F(0,0) = 0; F(2,1) # 0 e
ii) Fy(1,1) = 0; F,(0,0) = —8; F,(2,1) = 1 # 0. A hipétese i) falha no ponto (2,1), logo é impossivel
encontrar uma funcao f tal que f(2) = 1. A hipétese ii) falha no ponto (1, 1), neste caso nada se pode afirmar
sobre a possibilidade da equagao definir uma fungao y = f(z) tal que f(1) = 1. As hipdteses i) e ii) sdo satisfeitas
no ponto (0,0), logo o Teorema da Funcao Implicita é aplicdvel apenas neste ponto.

z} \

2

X X
12/—1;12

é

4. Sim, pois as hipéteses do Teorema da Funcao Implicita estdo satisfeitas, a saber: F(z,y) = v + zy +y> é de
classe C! no aberto A = R?, que contém (0, v/4), pois Fy(z,y) = y+ 322 e F,(z,y) = = + 3y* sdo continuas em
. . . .. dy y + 322
R2 dai) F(0,v4) =4 F,(0,v4) =6v2#0. == = — .
e ainda i) ( \f) e ii) y( \f) V2 # . T3
5. F(x,y,2) =23+ 93+ 23 — 2 —y — 2 é de classe C! no aberto A = R3, que contém (1,1,1), pois Fy(z,y,z) =
322 — 1, Fy(z,y,2) = 3y> — 1 e F.(x,y,2) = 322 — 1 sdo continuas em R?. E ainda i) F(1,1,1) = 0 e ii)
F.(1,1,1) = 2 # 0. Logo as hipé6teses do Teorema da Fungao Implicita estdo satisfeitas, o que garante que
a equacgao define implicitamente uma funcao z = z(x,y) definida numa vizinhanca de (zo,yo) = (1,1), cuja
0z 322 —1

): dr  322-1

i
it

z § (¢)F(0,0) =0 ©) y=fa)=2z

(f) Nao é um contra-exemplo.

Nao contradiz pois a condicdo Fy(0,0) # 0 é uma
condigao suficiente, mas nao é necessaria para a exis-
téncia de uma funcdo implicita y = f(x).

3. (a)

imagem estd numa vizinhanca de zg = 1, logo o grafico estard numa vizinhanca de (1, 1,1

0z _ 73£C2 -1
Oy  322-1
—z —z
6. for=——"-—";fj=——
J (1 + ze?) Ty y(1+ ze?)
—22 3z
7. f:r: = fy

2xz73yfsenz; :2m273yfsenz
8. Reta tangente: x +y ++/22 = 2; reta normal: (z,v,2) = (1/2, 1/2, \/5/2) +A(1,1,v/2), AeR.

9. z=x—-1

oF
10, W L2 ey
“dx OF ) IF
il Q2 (2 2
5y (& YY) + 2y o (22 +y, %)
OF oF
11. Considere F( ) = f(u,v). Sabend 9z _ ox %—@1’d~ =
. Considere F(x,y,2z) = f(u,v). Sabendo-se que 9~ OF e oy ~ OF aplicando essas equacoes no
02 & o | [ OF OF
lado esquerdo da equagao a ser demonstrada e simplificando-a, obtém-se: x—z + y—z =— (z2— + y— .
Oz oy OF \" ox Oy
0z

F F
Aplicando a regra da cadeia em f(u,v) para determinar 8—, or e —
Ox dy 0z
0z 0z a? ( 1 0f Xz Of = 8f)
x = === =)z

Yor Yoy T T \Ty o T ey ou
ov

, substituindo e simplificando,
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12.
13.

14.

15.

17.

18.

taxa de variacio = —v/2

Seja F(x,y,z) = (a:2 +12+ 22 -2, x4y — 1). Verifica-se que F é de classe C' em R3 pois suas derivadas
parciais sdo funcoes polinomiais, que sdo continuas e ainda U = R? é aberto.

. . . .. 2 =2
Verifica-se também que (i) F'(0,1,—1) = (0,0) e (ii) para X = xeY = (y, 2), det (Fy (0,1, —1)) = det ( 10 ) #
0. Assim, todas as hipdteses do teorema da funcao implicita estao satisfeitas, logo vale a tese, a saber o par (z,y)

d
estd definido implicitamente pelo sistema perto de z = 0, tal que y(0) =1 ¢ 2(0) = —1 . E ainda d—y(O) =-1
x
dz

d d
(a)—y—l e Z-_% M) y=—-—V22—-5 e z=+v25-22 E<ax<5

de vy dr 2
oy oy _ 0y _ 1 oy _

0z o 0z 0z x 0z x*—y?

o 0w 3 oy
2

x
ou v Odw 2 ox  y ou
(a) Sim, pois F(u,v,2,y,2) = (22 — ycos(uv) + 22, 2% — y? — sen (uv) + 22%, zy — sen (u) cos(v) + z) é uma
funcdo de classe C! em U = R® (todas as derivadas parciais sio composicoes, somas e multiplicacoes de
fungoes continuas), U é aberto. E ainda (i) F (g,O, 1, 1,0) = (0,0,0) (ii) para Y = (z,y, 2) tem-se

det (Fy (g, 0,1,1, 0)) = —2 # 0. Assim todas as hipoteses sao satifeitas e o Teorema da Fungao Implicita

se aplica.
(b) 0

(a) F(z,y,2u,v) = (z+y* — 2yv — uv, 2z, 2% — yz — 2u) é uma funcio de classe C* em U = R® pois admite
derivadas parciais continuas em U = R® (todas sdo fungoes polinomiais).
Também (i) F(1,—-1,1,2,—2) = (0,0) (ii) para Y = (u,v), det (Fy(1,-1,1,2,-2)) = =2 # 0.

Logo, estao satisfeitas as hipéteses do Teorema da Fungao Implicita, donde aplicando-se a tese, verifica-se
que o sistema define implicitamente v e v perto de (1,—1,1,2,—2), isto é, na vizinhanga de (1,—1,1) tal

que f(]-v _1a ]-) = (27 _2>
o ra-=| 2

0 st =



