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EGM - Instituto de Matematica Funcgéao vetorial de vérias varidveis.
GMA - Departamento de Matemética Aplicada Matriz jacobiana. Aproximacgao afim.

Regra da cadeia.

Em cada exercicio de 1. a 6. fazer o seguinte:

i) calcular a derivada (matriz jacobiana) da fungao no ponto Xy indicado;

ii) se possivel, calcular o jacobiano (determinante da matriz jacobiana) da fun¢ao no mesmo ponto;
iii) encontrar a diferencial dx,f em X — Xo;

iv) determinar a funcdo afim A(X) que melhor aproxima a fungao f dada em X perto de Xj.

(
(
(
(

Lieo=1(2)=virE e xo= (7)< 7))

Yo

2. f(X) = f(u,v) = (ucos2v,usen2v) em Xo= (ug,vo)=(2,7/2)
Tr1 — T2
3. f(X) = f(x1,22) = | 22— 21 em qualquer X, = (29,29)
12

4. fX)=ft)y=[t t* 3] em Xg=ty=0
5. f(X) = fla,y,2) = (2 —y*, 2 + 2% 2 +y — 2) em  Xo = (20,%0,20) = (1,0, 1)
6. F(X) = f(0,0,6) = (peosOsen, psenfsend)  em  Xo = (po, o, o) = (1,37/2,7/2)

V16,02 — ¥0,97
7. Usando uma funcao afim, calcule aproximadamente o vetor V16,02 — /1,04

V1,04

8. Considere ¢ € R, ¢ constante, a < t < b e as fungoes f : (a,b) CR — R" , g: (a,b) CR — R" e
¢ (a,b) C R — R diferenciaveis. Mostre que:

(@) (f+9) =f+g e (cf) =cf
(b) (¢f) =of +¢'f
() (f-9)=f-¢d+f g (lembre que para quaisquer dois vetores do R"™ podemos trocar a ordem

no produto escalar).

(d) paran=2ou3, (fxg) =fxg+f xg (lembre que ndo podemos trocar a ordem no produto
vetorial de quaisquer dois vetores do R? ou do R?)

(e) para f nao nula, f - o HfHd!lfH (sugestao: use ||f|| =V f-f)

dt
(f) para f nao nula: ||f]| é constante < f- f' =0

Nos exercicios 9. a 11. mostre que a fungao dada é diferenciavel ou, se nao for diferenciavel, indique em que
pontos nao é diferenciavel.

x(y — x3 x—1)*
o o) = (o g ) 5 @) £ (0,05 ) # (1,0) () £ (0.1)

f(070) = (0707 1); f(170) - (_1/27 170); f(O, 1) - (0707 1/2)'
10. f: R"— R, f(X)=|X]|

11. f % B [ ‘1?2:;3]
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12.

13.

14.

15.

16.

Sejam X € R™, A uma matriz m x n e f a fungao linear f(X) = AX. Prove:
dx,f(X) = AX para todo X, isto é, a diferencial em todo ponto Xy de uma funcao linear f é a
propria funcao linear f.
Sejam F(x,y,2) = (32> + yz, 2 +y°) e G(z,y) = (#* +y? zy, 2%, + ¢°).

(a) Verifique que uma das compostas F' o G ou G o F' nao esta definida;

(b) Determine F'(z,y,2) e G'(z,y);

(c) Determine (F o G)'(1,—1) ou (G o F)'(1,-1,2), a que for possivel.

Se a funcao f aplicada em um vector nao nulo ¥ = X € R™ é uma funcao real do seu comprimento
r = |7, isto é, f(7) = g(r) e se g é diferenciavel,

(a) mostre que Vf(F) = g’iT) 7

1
(b) determine V f(7) quando (i) g(r) = = (ii) g(r) = Inr.
Seja h(z,y,2) = g(y? + 2z, /Zyz), onde g é uma funcdo real diferencidvel. Encontre Vh(1,—1,—4)
sabendo que Vg(—3,2) = (1,3) e Vg(1,3) = (—3,2).

Seja f(u) = (u2 +1, \/ﬂ), onde u = g(x,y, z) é uma fungao real diferencidvel, tal que g(2,1,3) =1 e

Vg(2,1,3) = (5,3,—1). Se F' = f o g, encontre ZF(Z 1,3), gF(Q, 1,3) e 8F(Z, 1,3).
@ y

0z

RESPOSTAS DA LISTA 10 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1.

2.

(i)f’<_t/2>:[—1 1] (iii)dxof(xy+_1é2>:—;—x+y (iv)A{ﬂ:—Hy

o rexm=] ] @i -1 @ axa-zo-m2 = [ 270
(iv) A(u,v) = { 271___U4U } ou A(u,v) = (—u,2m — 4v)
1 -1

0 0
Lo X7

T — T — x(l) + xg
) f (20,2 =] -1 1 (i) dxof (w1 — 2%, 0 —29) = | —21 + a2+ 27 — 2

0 0 0.0
ToT1 + T{T2 — 22775

0 0 0,.0
Tox1 + TiT2 — T{Ty

1 ¢ ;
(i) f'(0) = [ 0 ] (ili) dx, f(t = 0) = [ 8 } (iv) A(t) = [ 8 ]

(iV) A(l‘l,l‘g) = [ *.;1_4’ jg ]

2 0 0
. (1) f’(l,O,—l):(2 0 2) (ii) det(Jf(1,0,-1)) =4
1 1 -1
2¢ — 2 2z —1
(iii)dxof(x—l,y,z—O):( 20 —2z—4 ) (iV)A(Jc,y,z):(2x222)
r+y—z—2 r+y—=z

0 1 0

- (1) f1(1,37/2,m/2) = < 10 0 > (ifi) dx, f(p— 1,0 — 37/2, ¢ — ¢) = ( 0 = 3m/2 >

—p+1

(MAmawz(e_f”)
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3,0125
7. | 0,980625
1,008

9. A primeira fungao coordenada de f néo é continua em (0,1) (prove isso calculando os limites pelos caminhos
(z,y) = (t,1),t = 1e (x,y) = (t,t+1),t = 0 ), logo a funcdo f ndo é contiuna em (0,1). Aplicando a contra-
reciproca do teorema ” fung¢do diferencidvel em X = func¢do continua em X 7 concluimos que a fungdo f nao é
diferencidvel em (0, 1).

A funcdo f nao é diferencidvel em (0,0). Para provar isso, calcule as derivadas parciais em (0,0) e verifique que
o limite da definicao de diferenciabilidade nao existe.

A fungao f é diferencidvel em (1,0). Para provar isso, calcule as derivadas parciais em (1,0) e verifique que o
limite da definigdo de diferenciabilidade é o vetor (0,0, 0).

A funcéo f é diferencidvel nos pontos restantes. Para provar isso, calcule as derivadas parciais e verifique que
todas sdo continuas nesses pontos, dai aplique o teorema ”uma funcdo é de classe C' em X, isto €, tem todas as
derivadas parciais continuas em X = a funcdo € diferencidvel em X7 .

10. f nao é diferencidvel ponto (0, 0...,0). Para provar isso verifique que néo existem as derivadas parciais em (0, 0..., 0)
e aplique a contra-reciproca do teorema ”uma funcao € diferencidvel em X = existem todas as derivadas parciais
da funcdo em X”.

11. f é diferencidvel pois é diferencidvel em todos os pontos do dominio. Para provar isso verifique que f é de classe
C! em todos os pontos do dominio. Observe que (r,s,t);7 =t ou r = —t nio estdo no dominio.

13.  (a) Apenas (GoF) estd definida pois a imagem de F' e o dominio de G estao contidos no espago de dimensao 2.
A composta (F o G) nao estd definida pois a imagem de G e o dominio de F' estao contidos em espagos de
dimensoes diferentes, 4 e 3 respectivamente.

20 2y
y (6 z oy , _ Y €
(b) F (a:,y7z) - ( 0 3y2 1 ) G (xay) - 3],‘2 0
1 3y
12 10 O
, B 1 _ 6 5 0
() G'(F(1,-1,2)) . F'(1,-1,2) = | o « 3
6 11 2
1 -3 1 -
14. (b) Quando g(r) = —, Vf ()= — 7. Quando g(r) =Ilnr, Vf ()= 5 7
r T T
15. (—1,-5,1/4)
OF OF OF
16. 5, (21,3 =(10.5/2)  F-(21,3)=(63/2) F-(213)=(-2-1/2)



