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VP Universidade Federal Fluminense LISTA 3 - 2012-1
EGM - Instituto de Mateméatica Derivadas parciais. Diferenciabilidade.
GMA - Departamento de Matemética Aplicada Plano tangente. Diferencial total.

Nos exercicios 1. a 8. determine as derivadas parciais da funcao dada.

L flz,y) = (2° +9°) (2 —y) 5. f(z,y) = /y e dt
2. f(z,y) = sen(x +y) + cos(x — y) ’

e
1‘2 6. f(x7y72):€y_ez
3. f(z,y) = arcsen <2>
Y 7. w=f(z,y,2) = (i + 2.
y
4. f(z,y) = / cost dt _ _ cos(v)
; 8. w= f(r,s,v) =(2r+3s) .
0 0 0
9. Mostre que se w = 22y + y?z + 22z entdo e + = + S (x+y+ 2)2.
Jor Oy Oz
10. Calcule as derivadas parciais de f no ponto (3,7/4), onde f(z,y) = In(x tany).
- - — of of | |
. Seja f(x,y) = /14 — 22 — y2. Calcule %(1,3) e 8—y(1,3) e interprete geometricamente.
oy’ ) )
12. Dada a fungao z = / el dt, calcule —2(1,2) e —2(1,2).
. ox oy

13. Na figura (1) encontram-se os gréficos de trés fungoes de duas varidveis:

f, 8f/ox e Of/dy.

Em (c) estd o grafico de f. Identifique os outros dois gréficos.

23— o2
14. Mostre que no ponto (0,0) a funcao f(z,y) =< 22+ y2; (z,y) # (0,0)
0; (z,y) = (0,0)

nao é continua, nao tem uma das derivadas parciais e nao é diferenciavel.

2zy
15. Mostre que no ponto (0,0) a fungdo f(z,y) = 2+ y?’ (z,y) 7 (0,0)
0; (z,y) = (0,0)

nao é continua, nao é diferencidavel, porém tem derivadas parciais.



Lista 3 Calculo II -B- 2012-1 12

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

3
Mostre que no ponto (0,0) a fungao f(z,y) = m; (@) #(0,0)
0; (z,y) = (0,0)
é continua, tem derivadas parciais, mas nao é diferenciavel.
zy (2" —y°)
Mostre que a fungao f(z,y) =  22+¢2 (,y) # (0,0) ¢ diferenciavel.
0; (z,y) = (0,0)
24
Mostre que a funcao f(z,y) = m; (.y) # (0,0) é diferencisvel.
0; (z,y) = (0,0)
2
Determine o conjunto dos pontos onde f(z,y) = m; (z,y) # (0,0) é diferencidvel.
0; (z,y) = (0,0)
2,2 1
Seja (1) (2% 4 y?) sen oL (z,y) # (0,0
0; (.TU, y) = (07 0)
(a) Calcule f, e fy (c) Mostre que f; nao é continua.

(b) Mostre que f é derivdvel em R?

A funcdo f(z,y,2) = V22 + y2 + 22 é de classe C! em (z,y,2) € R3? Justifique.

A fungdo f(z,y,2) =In(l —2 —y — 2) é de classe C! em (x,y,2) € Ds? (D é o maior dominio
possivel de f contido no R3). Justifique.

Diga se as afirmativas sao verdadeiras ou falsas. Justifique as que forem verdadeiras e dé um
contra-exemplo para as falsas. Assuma que f : R® — R, n > 2, o dominio D; é aberto e
XoeD f-

—
5

Se f é continua em X entdo f é derivavel em Xj.

—~
o

Se f é continua em Xy entao f possui as derivadas parciais em Xj.

Se f possui todas as derivadas parciais em Xg entao f é continua em Xj.

o~
A o

Se f possui todas as derivadas parciais em X entao f é derivavel em Xg.

Se f é continua e possui todas as derivadas parciais em X entao f é derivavel em Xj.

—_
@

Se f é derivavel em X entao f possui todas as derivadas parciais em Xg.

Se f é derivavel em X entao f é continua em X.

—_— O e T M N L D

N
=

Se f é derivavel em X entao todas as suas derivadas parciais sao continuas em Xj.

—~
[

Se f possui todas as derivadas parciais continuas em Xy entao f é derivavel em Xj.

P
.

Se f nao possui uma da derivadas parciais em X entao f nao é derivavel em Xg.

(k) f possui todas as derivadas parciais continuas em Xy < f é derivdvel em X.

Se f(z,y) = arctan(z — 2y), determine as equagoes do plano tangente e da reta normal ao gréfico
de f no ponto (2,1, f(2,1)).

x
Seja f(x,y) = xcos —. Mostre que os planos tangentes ao grafico de f contém a origem.
Yy

Determine a equagao de um plano que seja paralelo ao plano z = 2x 4 3y e tangente ao grafico
da funcdo f(z,y) = 22 + xy.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Seja z = ze® Y,

(a) Calcule um valor aproximado para a variagdo Az em z, quando se passade x = ley =1
para z = 1,01 e y = 1,002.

(b) Calcule um valor aproximado para z correspondente a x = 1,01 e y = 1,002.

Use uma fungdo apropriada e calcule um valor aproximado para +/(0,01)2 + (3,98)2 + (2,99)2.

2
A energia consumida em um resistor elétrico é dada por P = —. Se V' = 100 volts e R = 10 ohms,

calcule o valor aproximado para a variacao AP, quando V decresce de 0,2 volts e R aumenta de
0,01 ohms.

Em um setor circular, o angulo central é 80° e o raio é 20 cm. Reduzindo-se o angulo de 1°, qual

deve ser o acréscimo no raio para que a area fique aproximadamente inalterada?
2

p . T .
Lembrete: area do setor circular = TR 0 em radianos.

Determine o erro relativo maximo (aproximado) no calculo do periodo 7" de um péndulo simples,

l
através da formula T = 271'\/7 , sendo o erro relativo en [ igual a 1% e em g igual a 3%.
g

EXERCICIOS DE APLICACAO

A anélise de certos circuitos eletronicos envolve a férmula
\%
b
VRZ4+ 1?2 w

em que I é a corrente, V' a voltagem, R a resisténcia, L a indutancia e w uma constante positiva.
Calcule e interprete 0I /JOR e 01/0L.

Em um dia claro, a intensidade da luz solar as t horas apds o nascente e a profundidade oceanica
de x metros, pode ser aproximada por

I(x,t) = Iye "% sen®(nt/D),

com Iy a intensidade da luz solar ao meio-dia, D a quantidade horas do dia com luz solar e k uma
constante positiva. Se Ip = 1000, D = 12 e k = 0.10, calcule e interprete as derivadas parciais
0I /0t e I /Ox quando t = 6 horas e x = 5 metros.

Quando um poluente tal como 6xido nitrico é emitido por uma chaminé de h metros de altura,
a concentragao C(z,y) (em p/m?®) do poluente em um ponto P situado a y metros acima do
chao e cuja projecao ortogonal sobre o chao estd a x quilometros da base da chaminé pode ser

representada por C’(x,y) = % (efb(y*h)2/12 +eb (y+h)2/gg2)
T

em que a e b sao constantes positivas que dependem das o °
condicoes atmosféricas e da taxa de emissao do poluente ‘
(veja a figura).

Suponha que C(z, y) = 2;)720 <670.02 (y—10)2/a® | ,—0.02 (y+10)2/x2> _

Calcule e interprete 9C'/0z e 9C/0y no ponto P = (2,5).
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RESPOSTAS DA LISTA 3 (Com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1.

2.

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

fm = 423 + y3 - 3:c2y 6 f _ et f _erty B et Tz
fy=—o"+3y*r —dy” e —er? Y (e —e2)? T (ev —e7)?
fo =cos(x +y) — sen (z —y)
T
s = coslo + y) + sen (& — 1) 7w, = (2 4 22) I (2 + %)
I = 27 ; —2x2 wy = 2zy (y* + zz)mil, w, = 2zz (y* + 22)9571
= T y = T
Vyt—at y/yt -t
fo=—cosz, f,=ocos 8. w, = 2cos(v)(2r + 3s)cs()~1
v L v 2y = 3cos(v)(2r 4 3s)cos(v)~1
Jo=—e", fy=e"Y w, = —sen (v) In(2r 4 3s)(2r + 35)°°5(v)

Calculando as derivadas parciais, somando e simplificando, chega-se ao termo do lado direito da equagao.
1
z\ L, = —3 x33 4:137 ) = ) 3’ 4)=2
foles) = 75 L@ =175 () = 2o f6./4)

— . L —y

3
fm(%y) = \/ﬁ, fm(173) = y fy(x,ll) = \/ﬁ; fy(173) = D)
<

Seja r a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,3), r no plano y = 3. Como f,(1,3)
r e 0 semi-eixo positivo Ox é maior que 90°.

Seja s a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,3), s no plano z = 1. Como fy(1,3) < 0, o angulo entre
r e 0 semi-eixo positivo Oy é maior que 90°.

ze(z,y) = 2we” TV — e 2,(1,2) = —e+ 265 zy(x,y) = 2ye” TV 2,(1,2) = 4eb.
(a) 0f /oy (b) Of [Ox

A (13%1) flz,y) definjsao f néo é continua em (0, 0)
3 £,(0,0)=1¢ A £,0,0).

A hm flx,y) e ¢ 130 6 continua em (0,0) %™ f ndo ¢ diferencidvel em (0,0).

afx(o 0)=0 e3 £,(0,0) =0.

tany

0, o angulo entre

teorema

f néo é diferencidvel em (0, 0).

El(lér(r)l) f(z,y) =0= f(0,0) RSt £ 6 continua em (0,0). 3 f.(0,00=1 e 3 f,(0,0)=0.

Verificando a diferenciabilidade de f em (0,0): podemos aplicar o coroldrio de um teorema (diferenciavel
= existéncia das derivadas parciais), no calculo do limite do erro da defini¢ao de diferenciabilidade ,

erro(h,k;) _ f(0+h,0+k) _f(070) _hfw(oao) _kfy(gao) _ _hk2
N NE (h2 + k2)>
_hk2 erro(h k) coroldrlo
Im @ — = lim ——=< nao ¢é diferenciavel em (0,0
A (h,k)—(0,0) (hg n k2)3 E(h,k)a(o,o) Vh? 4+ k2 / ( )
erro(h k) . hk (h3 - kS) corolario . .
+(0,0) = 0,0) =0, lim lim ——==0 = é diferencidvel em
12(0,0) = 1,(0,0) (hk)—(0,0) VEZ + k2 (hk)—(0,0) (h2 + k2)? / v
(0,0).
h k h4 corolario

Para (z,1) = (0,0) : £,(0,0) = f,(0,0) =0, aroh k) _ () g eona f

lim 1100 S AR
(hk)—(0,0) VAZ + k2 (hk)—(0,0) (h2 + k2)®
é diferenciavel em (0,0). Para (x,y) # (0,0): f é diferencidvel pois é quociente de fungoes diferencidveis.

Diferencidvel em R? — {(0,0)} pois V(z,y) # (0,0), f é quociente de fungoes diferencidveis e para (z,y) =

teorema

(0,0), A (hm) flx,y) 4% ¢ 130 & continua em (0,0) "="" f nao é diferencidvel em (0,0).
0,0

2z 1

(a) f&L‘('ray) = 2z sen 2 +y2 B 22 +y2 cos 22 +y2§ (z,y) 7é (0,0)
0 () = (0,0)
2y 1
Loy = W ET T m S E @ # 00
0 (2,) = (0,0)
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21.
22.
23.

24.
25.

26.
27.
28.

29.

32.

33.

34.

(b) VY(x,y) # (0,0), f é diferencidvel, pois é quociente de fungoes diferencidveis e para (z,y) = (0,0),

erro(h, k) . 1 corolério JORT .
— = 1 Vh%+ k2 —— =0 = dif ivel 0,0).
(000 VIE TR (koo ¥ R R 1 & diferencidvel em (0,0)

(¢) Tomando o limite de f..(z,y) pela reta y(t) = (¢,t), quando t — 0, f.(t,t) oscila entre +00 e —o0, logo

lim  f.(x,y) definjsao f néo é continua em (0, 0).
(2,y)—(0,0)

Nio, pois Af.(0,0,0) (ou Af,(0,0,0) ou Af.(0,0,0)) “=" f nio é de classe C* em (0,0,0).
Sim, pois f é composta de funcoes de classe C!.

(a) Falsa. Contra-exemplo: f(z,y) = |z + y| ou exercicio 16.

332

(b) Falsa. Contra-exemplo: f(z,y) = |z + y| ou f(x,y) = \/W; (z,9) # (0,0) .
0; (z,y) = (0,0)

Falsa. Contra-exemplo: fungao e ponto do exercicio 15.

Falsa. Contra-exemplo: funcoes e respectivos pontos dos exercicios 15 e 16.

Falsa. Contra-exemplo: fungéo e ponto do exercicio 16.

Verdadeira. E um teorema provado logo apds a definigao de diferenciabilidade.

)
)
)
) ,
(g) Verdadeira. E um teorema provado logo apds a defini¢ao de diferenciabilidade.
(h) Falsa. Contra-exemplo: fungao e ponto do exercicio 20.

) Verdadeira. E o teorema da condicao suficiente para diferenciabilidade.

)

Verdadeira. E a contra-reciproca do teorema: f derivavel em Xy = f possui todas as derivadas
parciais em Xj.

(k) Falsa. Vale a =, que é o teorema da condigdo suficiente de diferenciabilidade, mas néo vale a <,
conforme o iem (h).

Plano tangente: z = (x — 2) — 2(y — 1). Reta normal: (z,y,2) = (2,1,0) + A(1,—2,—-1), A € R.

A equagdo do plano tangente em VY (zg, yo, f (z0,%0)), Yo #0 §é

2

x x x X x
z= (—O sen =2 + cos 0) T+ (g sen 0) y, que é satisfeita por (z,y,z) = (0,0,0).
Yo Yo Yo Yo Yo

z=-3+2(x—-3)+3(y+4).
(a) 0,026 (b) 1,026

Sendo f(x,y,2) = /a2 + y% + 22, entédo

V(0.01)2 + (3.98)2 + (2.99)2 = f(0+0.01, 4 —0.02, 3 —0.01) ~ 4,978.

-5 30. 0,125 cm 31. 2%

ol —RV - - L A

RS T representa a taxa da variacao da corrente I em relacao a variagao da resisténcia R.
(R2 + L*w)®

ol —2wLV

T $, representa a taxa da variagao da corrente I em relagao a variagao da indutancia L.
(R? + L2w)®

ol 05 R . . ~ s L

8—(5, 6) = —100e~"-° e representa a taxa de variagdo da intensidade de luz solar em relagao & variagao da

4
profundidade no nivel de profundidade 5 metros, apds 6 horas do amanhecer.
ol

E(S’ 6) = 0 e representa a taxa de variacdo da intensidade de luz solar em relacdo a variacdo do tempo
apés 6 horas do amanhecer, no nivel de profundidade 5 metros.

oC

8—(2, 5) = —-125 (3.5 e 0125 _ 0.5 6_1'125> ~ —36.5801 e representa a taxa de variacao da concentragao
i

do poluente em relagao a variacao da distancia x, quando = = 2 quiléometros e a altura é 5 metros.

aC

—(2,5) = =25 (6*0'125 — 36*1'125) ~ —0.2287 e representa a taxa de variacdo da concentracao do
dy

poluente em relagao a variacao da altura y, quando x = 2 quilometros e a altura é 5 metros.



