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Aula 9 — diferenciabilidade continuacgao

Interpretacao geométrica No final da aula passada, fizemos a inter-
pretagao geométrica da derivada para fungdes vetoriais de uma varidvel (cur-
vas parametrizadas). A conclusdo é que se y(t) é uma curva parametrizada,
v/(t) é tangente a essa curva. Nessa aula, vamos usar esse fato para inter-
pretar algumas outras situagoes . Em especial, queremos olhar para fungoes
F : R? — R3 diferencidveis. Observe que estamos falando, aqui, de
superficies parametrizadas. Comecamos com um exemplo:

Exemplo 1. Considere F(0,z) = (cos(f), sen (0),2), (0,z) € [0,27] x [0,2].
Note que a funcao F parametriza uma casca cilindrica de raio 1 e altura 2.
Vamos fizar, primeiro, uma das varidveis do dominio, por exemplo, escolhe-
mos 0 = w/4. Assim, F se torna funcao de uma varidvel (z), e nesse valor
de 6 temos F(r/4,2) = (V2/2,v/2/2,2). Quando z varia, a imagem de F
descreve uma curva (no caso uma reta) sobre a casca cilindrica. Desenhel!!l!
Em outras palavras, a restricio de F' a reta 0 = 7/4 é uma parametrizagdo
da reta em questao. Deriwando F' em z, ao longo dessa restrigao , temos
F, = (0,0,1) e, como era de se esperar, essa derivada € o vetor tangente
a reta parametrizada. (por que era de se esperar?). Agora, fixe a varidvel
z. Por exemplo, escolha z = 1. Quando 0 varia, a imagem de F descreve
o circulo (cos(9), sen (6),1) na casca cilindrica. Derivando F em rela¢io ‘a
0 nessa restricdo , temos: Fy = (sen (0), —cos(9),0), avaliado em 6 = /4,
temos Fy = (v/2/2,—/2/2,0) que, como era de se esperar (por que?) € a
direcao tangente ao circulo mencionado. Temos, assim, duas curvas sobre
a superficie - o circulo e a reta - que se interceptam sem tangéncia em um
ponto. E temos também as direcoes tangentes a superficie nesse ponto. Por-

tanto, o vetor normal ao plano tangente a superficie, nesse ponto serd dado
por (0,0,1) x (v/2/2,—/2/2,0), onde x representa produto vetorial.

Exercicio 1. escreva a equacao do plano tangente ao cilindro parametri-
zado no exemplo acima, no ponto (v/2/2,—/2/2,1).

Exercicio 2. Repita o raciocinio do exemplo, para F(z,y) = (z,y, 2> +y?)
e obtenha a equacao do plano tangente ao paraboloide parametrizado por F
no ponto (1,2,5)



Exercicio 3. Repita o raciocinio do exemplo, para F(z,y) = (x,y, f(z,y)),
onde f(x,y) € uma fc real, e obtenha a equacao do plano tangente ao grdfico

de f no ponto (xo, Yo, f(x0,Y0))-

Problemas para sala de aula

Exercicio 4. Obtenha a equagdo do plano tangente ao grafico de f(x,y) =
sen (zy), no ponto (1,7,0).

Exercicio 5. Suponha que y(t) é uma curva parametrizada por: (t,t> +
2t). Sabemos que (se ndo "sabemos”, procure saber, com urgéncia), v'(t) =
(1,3t + 2) € a dire¢io da tangente a v em Y(t), para cada t. Como vocé
compara esse fato com o seu conhecimento de cdlculo 1, em relacdo a fungdo
g(t) =3+ 2t? Obtenha a direcao tangente a y no ponto (1,3).

Exercicio 6. Mesmo enunciado do problema anterior comy(t) = (3t, (3t)3+
6t). Observe que a curva parametrizada é a mesma do exercicio anterior.
Agora, obtenha a dire¢do tangente a vy no ponto (1,3) utilizando essa para-
metrizacao . Compare com o exercicio anterior.

Exercicio 7. Dada uma func¢ao real qualquer,f(t), de uma varidvel, para-
metrize seu grafico por uma fungao y(t). Derive(t) e, a partir daiparametrize
a reta tangente a y(t). Compare com a defini¢io de derivada. Compare,
também, com o que vocé sabe de cdlculo de uma varidvel.

Exercicio 8. Duas curvas, v, e s se interceptam em um angulo reto no
ponto (e,3). v1 € a imagem de t — (€', 1> +1). 7y € grdfico de uma fungao
f(t). Encontre um valor para f'(e). A resposta é inica?



