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Aulas 11/12 derivadas de ordem superior/regra da cadeia
gradiente e derivada direcional

Derivadas direcionais Dado um ponto Xy no dominio de uma fungao
f : R" - R podemos pensar em calcular a a variacao de f em alguma
direcao . Isto é, imagine—se parado em X, e suponha que vocé decida dar
um passo na diregdo de um vetor unitario ( norma igual a 1) u. Se o seu
passo tem ”tamanho”t, a variacao serda dada por f(X, + tu) — f(Xp). O
problema com essa expressao é que ela depende do tamanho do passo. Ou
seja, passos grandes tendem a indicar uma variagao grande e passos pequenos
tendem a indicar uma variagao préxima de zero se a fungao for continua (por
qué?). Suponha, entretanto, que vocé quer responder a seguinte pergunta:
dando passos de tamanhos diferentes em varias direcoes , em qual delas a
variagao de f serd maior (ou menor)?. A medida correta para a variacao
, serd entao: M Se quisermos ter uma nogao de como f varia
para passos muito pequenos (pequena variagdo no dominio), chegaremos a
expressao:
f(Xo+tu) — f(Xo)

t
e este valor, quando existe, é chamado derivada direcional de f em X, na
direcao de u. A notagdo mais comum para derivada direcional é %(Xo).
Formalmente definimos:

limy_so

Definicao 0.1. Define-se a derivada direcional de f : R® — R em um ponto
Xo na direcao do vetor unitdario u como sendo:

ﬁ(Xo) _ limHof(XO + “? — [(Xo)

T (1)

quando o limite existe e € finito

Exercicio 1. Dada f:R™ — R e um ponto Xy, mostre que se u € o vetor

cuja i—ésima coordenada vale 1 e as outras valem 0, entao %(Xo) = aaai (Xo).

Lo contetido dessas aulas foi retirado, quase que integralmente, da apostila escrita em
conjunto com Maria Lucia Menezes.



A expressao (1) é pouco operacional e vamos tentar reescrevé—la. Pela
definicao de derivada, sabemos que se f é diferenciavel em X, entao, para
valores pequenos de t escrevemos:

f(Xo+tu) = f(Xo) + Vf(Xo).u+ resto(tu) (2)

Substituindo em (1) temos:

d X Xo). to(tu) — f(X
d—f(Xo)zlimHof( 0) * V(Xo)utrestoltu) = fiXo) g
U t
Segue que:
%(XO) — lithOVf(Xo).u:—resto(tu)
= limyoV f(Xo)-u + limy_o 0 = (4)

= Vf(Xo).u

e concluimos que se f é diferenciavel a derivada direcional de f na direcao

de u é dada por V f(Xp).u.

Exercicio 2. Para cada uma das fungoes abaizvo, calcule a derivada dire-
cional na diregio do vetor v no ponto Xy. (Obs: Lembre -se de calcular o

CL) f(x7y7z) = ($2—3y+23)7 XOZ (1727_1)7 U:(]-’Ll)

b) flz,y) = sen(zy?), Xo=(m3/2), v=(-1,2)

C) f($ay>z) = CLCtg([E—y—FZ), XOZ (3727_1)7 U:(Loal)
Suponha que y(t) = (21(t), z2(t), -+, 2,(t)) é uma curva parametrizada

no dominio de uma funcao f : R — R. E natural nos perguntarmos qual
seria a variagdo de f ao longo da curva. Como ~/(t) é o vetor tangente a

curva, em cada ponto, o vetor unitario na dire¢ao da curva em cada ponto
pode ser tomado como % desde que +'(t) # (0,0,0,0,...)..Neste caso, a
7' ()

variagao da fungao ao longo da curva serd dada por V f(~(t)). T

Exercicio 3. Sejam [ e v como no paragrafo anterior. Observe que a
fungao fo~(t) é uma fungdo real, de varidvel real, que consiste na restri¢ao
da funcao f a curva . Calcule a taxa de variacao desta funcao pela regra
da cadeia. Compare com a taxa de variacdo obtida anteriormente.



Seja f como no exercicio anterior e seja C um conjunto de nivel de f. Seja
~(t) uma curva contida em C. E claro que f o y(t), é funcdo real de varigvel
real. Além disso, f o ~(t) é uma fungdo constante pois a curva esta contida
em um conjunto de nivel de f. Assim, pela teoria de calculo de uma variavel
dfon(t) =0. Mas £for(t) = 0= Vir(t) = 0= V(1) Z% = 0.
Esta equacao tem as seguintes interpretagoes ébvias: primeiro, f nao varia
na direcao de v o que é natural pois v estd contida em um conjunto de nivel
de f; segundo, o gradiente de f é ortogonal a 7 o que também ja sabemos.

Considere uma funcao f : R™ — R diferenciavel e fixe Xy no dominio de
f. Suponha que V f(Xy) # (0,0,---0). Seja v um vetor unitario. Sabemos
que o produto V f(Xp).u mede a taxa de variagdo de f na diregao de wu.
Gostariamos de nos perguntar em que direcao esta taxa é maxima. Sabemos
que Vf(Xo)u = ||[Vf|l|lul|cos® onde 6 é o angulo formado pelos vetores
gradiente e u. A variacdo serd maxima, portanto, quando cos(6) for igual a
1.

Exercicio 4. Mostre que o gradiente de uma fun¢ao aponta no sentido de
crescimento mdzrimo da funcao . Qual o sentido de decrescimento mdximo?

exercicios diversos

Exercicio 5. Sejaw = 2® +y* — 2% onde x = psenpcosd, y = psenpsent)

— ow dw 0w
e z = pcosp. Calcule 307 9p €0

Exercicio 6. Sejam xz =2u+3v ey =u+ e*. Considere uma funcio F
de duas varidveis e defina F(u,v) = f(x,y) onde f(6,4) = =3, f1(6,4) =4
e f2(6,4) = —=5. Calcule F,(3,0) e F,(3,0).

Exercicio 7. Seja H(z,y,2) = +/L(z,y,z) onde L(0,0,0) =9, L,(0,0,0) =
5, L,(0,0,0) =4 e L,(0,0,0) = —3. Calcule H,, H, e H, em (0,0,0).

Exercicio 8. Seja F' a funcdo que mede a distancia entre dois pontos de
R™. Calcule a derivada de F.

Exercicio 9. Seja f(x,y,2) = z—e"sen(y) e P = (In(3),37/2,—3). Ache:
a) VF(P), b) a reta normal a superficie de nivel que contém P, ¢) O plano
tangente a esta superficie em P.



Exercicio 10. Uma func¢do f(x,y) € dita harménica se satisfaz a equagao
de Laplace: Af = f,x + f,y = 0. Mostre que as fungoes a sequir sao
harmonicas.

a) f(z,y)=in(z*+y?)
b) f(x,y) = e*sen(y) + e cos(x)
) flx,y) = arcty(y/x)

Exercicio 11. Mostre que U(z,t) = f(x—at)+g(z+at) onde a é constante

~ : o ie £ ~ ~ 02U 20°U _
e f e g sao duas vezes diferencidveis é solugdao da equagao : Gz —a*53 =

Exercicio 12. Seja u(x,t) uma func¢do que satisfaz o problema:

us + 9u, =0
u(z,0) =23 +2

Calcule u(x,t) em um ponto (x,t) qualquer.

Exercicio 13. Seja g(u,v) = f(u+ v,uwv), f diferencidvel, * = u+v, y =
uv. Calcule %(1,1) e %(1, 1), sabendo que: f,(2,1) =3, f,(2,1) = =3,
f$z(27 1) =0, fzy<2u 1) = fy$(27 1) =1 efyy(27 1) =2

1

Exercicio 14. Verifique se a funcio f(x,y,z) = \/2+=2+2 satisfaz a
r24y2+2
equagdo de Laplace em 3 dimensoes: Af = fox + fyy + f.z =0.

Exercicio 15. Sea, b, ¢ e k sao constantes mostre que w = (acos(cx) +
bsen(ca:))e‘kCQt ¢ uma solucao da equacao do calor: wy = kw,,.

Exercicio 16. Se u e v sao fungoes de x e y e salisfazem as equagoes de
: : 5 Ou __ Ov ou _ _ Ov _
Cauchy-Riemann, isto €, 3" = 5y € 5, = —ox Mostre que ugr +uyy =0, se

todas as derivadas parciais existirem e forem continuas.

Exercicio 17. Suponha que f(x,t) satisfaz a equagao % = czgé onde

¢ # 0 € uma constante. Determine constantes m, n, p e q para que g(u,v) =

f(z,t) onde v =mu+nv et = pu+ qu, satisfaca a equagio : 22

Exercicio 18. Suponha que v = u + v?, y = 3u — V2, e seja g(u,v) =

f(z,y). Calcule 8*g/0v*(—1,2) sabendo que :

fx(=1,2) =1 fy<_1>2) =€

fer(=1,2) = =2 fy(=1,2) =0 [, (=1,2) =3
fm<_377) =9 fy(_377) =m

faa(=3,7) = \/g fyy(_?’v?) =4 fx,y(_?’a 7)=-1
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Exercicio 19. Pedrinho estudou cuidadosamente uma funcdio f(x,y) e
concluiu que:

a) Os conjuntos de nivel k de f sdo os circulos x? + y* = k;
b) Vf(1,0) =(-2,0)

Critique as conclusoes de Pedrinho.

Exercicio 20. Pedrinho reestudou a funcao e concluiu:
a) Os conjuntos de nivel k de f sdo os circulos x? + y* = k;
b) V£(1,0) = (2,3)

Serd que Pedrinho ten razdo?

Exercicio 21. Considere z = z(z,y), © = €"cos(v) e y = e"sen(v). Supo-
9%z 9%z
nha que Vz = 0. Calcule 55 + 95

Exercicio 22. Sendo f(x,y,z) = 22 —y*+22, calcule a derivada direcional
de f no ponto (1,2,1) na dire¢ao de u = (4, —2,4).

Exercicio 23. Uma fun¢ao diferencidvel f(x,y) tem no ponto (1,1) deri-
vada direcional igual a 3 na dire¢do do vetor (3,4) e igual a —1 na direcao
de (4,—-3). Calcule Vf(1,1).

Exercicio 24. Pedrinho fez as afirmacoes a sequir. Critique.
o A derivada de uma funcdao é sempre tangente a funcao .
e Se uma funcao parametriza uma curva entao Vv € normal a curva.
e O plano tangente ao grdfico de uma fc é gerado pelas colunas de D f.

e Se C € conjunto de nivel de f entao em todo ponto de C a derivada de
f € tangente.

e As derivadas parciais de f sempre medem a direcdo da reta tangente
ao grafico de f.

e Sejam Sy e Sy superficies de nivel de, respectivamente, fi(x,y,z) e
fa(x,y, 2). Suponha que Sy N Sy, define uma curva. Entdao V fi e V fo
sao tangentes a curva em cada ponto.



Considere duas superficies como no item anterior. V f1 x Vfy é tan-
gente ‘a curva.

Se f tem deriwvada direcional em qualquer direcao , entao f é dife-
rencidvel.

Seja S o grafico de uma fungio z = f(x,y). Fize Xog em S. O vetor
(fz: fy)(Xo) € tangente a alguma curva contida em S.

Eziste uma transformacao linear T : U — V', onde U e V' sao espagos
vetoriais de dimensao finita tal que T nao € diferencidvel na origem.

SeT :R" - R" e L : R" — R" sao transformacoes lineares cuja matriz
na base canonica € dada respectivamente por M+ e My, a derivada de
TolL é Mr.M, onde ”.”denota o produto usual de matrizes.



